
1

LINEAR PREDICTION
Levinson-Durbin Algorithm

Lattice Filter Structures

Dr. Yogananda Isukapalli



2

• Forward Linear Prediction

)(ˆ)()(             

:error   prediction forward  theDefine

)(....),.2(2)1(1)(ˆ  
    

:   valuesprevious  
 M from)( process randoma  of))(  

of prediction step onelinear a  ( luecurrent va  
  theof estimate an find samples,past M  the

},)(.....),.2(),1( {   
:  samplesdata  ofset a  Given   

nununMf

MnuManuanuanu

nunu

Mnununu

-=

-----=

---



3
error prediction

Square- MeanMinimum]2)([

tscoefficien prediction
.
.
1

1

and

)(
.
.

)1(
)(

)(           

:  formmatrix   Define

)(...

....)2(2)1(1)()(     
:  Rewrite

nMfMP
Ma

a
a

nu

Mnu
Mnu

nu

MnuMa
nuanuanunMf

E=

=

+-
-

=

-+

+-+-+=

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é



4

)](*)([

....,.2,10)](*)([

     
:  mity theoreorthogonal  theusing     

by tscoefficienfilter  optimal  theFind

)(
.
.

)1(
)(

~

where

)(~)(          

:  onpresentati Matrix Re      

nMfnuMP

MinMfinu

Mnu

nu
nu

u

nuTanMf

E=

==-E

-

-
=

=

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é



5

lMPaR
uR

Tuu

lMP
aTuuaTuuuTanu

l

lMP

MP

nMfnu

=

=E

=
E=E=E

=

==E

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

~
~

~
~]~~[    since

]~~[)]~(~[)]~)((~[             

:  case  valuedrealFor 

0
.
.
0
1

     where

0
.
.
0

)](*)(~[

: compactly  More



6

pointsfuture
)(.....),.1(

:points
thefrom)(point theestimateor predict 

predictionlinear dBackwar

0
.
.
0

.

.
1

1

)0(..)1()(
.....
.....

)1(..)0()1(
)(..)1()0(

:EquationsNormalthetoleadtscoefficien
predictionlinear forwardoptimalFinding

!!!!!! "!!!!!! #$
nuMnu

Mnu

MP

Ma

a

urMurMur

Mururur
Mururur

+-

-
•

=

+--

--

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é



7

)()(:  then

.

.
1

1
:  Define

)(.....

)1(1)()(

)(ˆ)()(
: Error prediction Backward

)(.....

)2(2)1(1)(ˆ    
:  Then   

nuTgnMb

Mg

g

g

nuMg

MnugMnuMnMb
or

MnuMnunMb

nuMg

MnugMnugMnu

=

=

+

+-+-=-

---=

-

+--+--=-

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é



8

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

-

+-
--

=

=E=E

==E

0
.
.
0

)(

.

.
1

1

)0(..)1()(
......
......

)1(...)0()1(
)(...)1()0(

)(
~

)(][)]([ 

:  Follows

)(

0
.
.
0

)(

)]()([    

implies mity theoreorthogonal    the 

b
MP

Mg

g

urMurMur

Mururur
Mururur

lbMPguR

lbMPgTuuuTgu

lbMP

b
MP

nMbnu



9

unique. is models prediction backward and forward    
between eequivalenc  thisprocesses, Gaussian    For 

filter.error  prediction backward  the toidentical is    
filter  prediction forward process, random real    For 

)(

*g     :  Implies     

) conjugatecomplex  (*~    Since          

     
form. unreversed     

 in ismatrix  ncorrelatio  that theinonly differ      
prediction backwardfor  equations normal The

b
MPMP

a

uRuR

=

=

=



10

.procedures neliminatio 
 Gaussian on based algorithmsby  solved   when

operations )3O( of instead operations )2O( in 
 equationslinear   theseof solution  theallows 

algorithm   LevinsonToeplitz. called structure 
 speciala  hasmatrix  ncorrelatio  theprocesses, 

 stationary For ).Walker - Yule( filterslinear  
by processes AR modelling in also and  problems 
 predictionlinear  solving in and equationsfilter   

Weiner digital solving in arise equations Normal 

     
 
 

pp

ALGORITHM LEVINSON •



11

           Forward  Normal Equations  :

0( )
(1)~ .

.
0

where 
(0) (1) . . ( )
( 1) (0) . . ( 1)

( )
 . . . . .~

. . . . .
( ) ( 1) . . (0)

Prediction
PM

M
R au M

R R R Mu u u
R R R Mu u uM

Ru

R M R M Ru u u

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

é ù
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ë

•

=

- -
=

- - +

!

!

1

( )
1

.

.

( )

Ma

a
M

MaM

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
û

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

=



12

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

-

-
--

=

¢

=

•

)(
.
.

)(
1

1
)0(..)1()(

.....

.....
)1(..)0()1(

)(..)1()0(

)(
~

where

)2(

0
.
.
0

)(
~       

 EquationsNormal n Predictioard     Backw

M
Mg

Mg

M
g

uRMuRMuR

MuRuRuR
MuRuRuR

M
uR

MP

M
gM

uR



13

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

-

----

-
-

=

+

=

)0(|..*
1

~
|
|...
|...

1
~|..

)1(
~
~

)(
~
~             

:  Then    

)1(
.
.

)2(
)1(

                 

:      Define

uR
T
Mr

Mr
M
uR

M
uR

MuR

uR
uR

M
r



14

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

-

----

-
-

=

)0(|..1
~

|
|...
|...

* 1~|..)1(
~

)(
~             

and    
  

uR
T
Mr

Mr
M
uR

M
uR



15

The Development of the Levinson
Algorithm  :                                    

Assume that the linear prediction parameters
of order M-1 are known. They satisfy (1) with
M replaced by M-1 .                                     
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Consider the Backward problem :
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Suppose we multiply (5) by       and add
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(7) requires that  :
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Find c1 and c2 from (9b) and (12b)
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